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Correction : primitives et équations différentielles

> Déterminer des primitives de fonctions usuelles

Exercice n°1 Exercice n°2
3 4 2 2
a F($)=Z:E —z° 42z a. F(z)=-z"+ 2z +In(x)
76 6 4 2 2
b. F(x)= g8 T % 5% + b. F(z)= —z* + sin(x)
1, 3, 1
c. F(x)= 3%~ 5% + 10z c. F(x)=2e"— 22

c. F(x)=—¢€"
> Déterminer des primitives de fonctions composées

Exercice n°4
1
a. On pose u(xz) =z + 3. On a alors «/(x) = 1. On peut utiliser la formule v'u et on trouve F(x) = 5(1‘ + 3)5.

1 1
b. On pose u(z) = 2z —3. On a alors «/(x) = 2. On peut utiliser la formule v'u et on trouve F(z) = 3 X (22 -3)3

w

Soit F(x) = %(21‘ —3)3.

| =

c. On pose u(r) = 2% — 2. On a alors v/(x) = 322. On peut utiliser la formule u'u et on trouve F(z) = ~ (23 — 2)*

Exercice n°5

/
u

a. On pose u(x) = 322 + 22 — 3. On a donc v/(z) = 6z + 2. On peut utiliser la formule — et on trouve
u

F(z) = In(32% + 2z — 3).

/
b. On pose u(z) = x2 — 4x. On a donc v/(z) = 2z — 4. On peut utiliser la formule % ot on trouve

2Vu
F(z) = —vax? — 4x.
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) 1,0

a. On pose u(z) = 2°. On a donc u/(x) = 2z. On peut utiliser la formule u’e* et on trouve F(z) = ie"”

Exercice n°6

a b c a(x —1)(x+ 1) + bx(x — 1) + ce(x + 1)
S R z(x +1)(z—1)

ar? — a + bx? — bx + cx? + cx
z(r —1)2

(a+b+c)x®+ (c—b)x—a
B x(zr —1)2

a+b+c = 0 1 1
Par identification, on arrive au systéme c—b = 0 cequinousdonnea=—-1,b=—-etc=—.
a1 2 2
1 1
2. D’apres la question précédente, on a g(z) = —! + 2 + 2 soit g(x) = -1 + ! + !
' ’ x x4+l z-1 z  2x+1) 2x-1)

1 1
Une primitive de cette fonction est donc G(x) = —In(z) + 3 In(z+1) + B In(z —1).

Exercice n°7

2
—2x+4 4 1
1. f(z) = T -2+ >. Une primitive de cette fonction est F(x) = 53:2 —2x +4In(z) + k, ke R.
x x

1
PMmmPﬂ)=2mmabm:5xﬁ—2x1+ﬂmw+k=2
3
——+k=2
(:)24—

< k=-.

2

N~

1
La primitive recherchée est donc F': x — F(x) = 59:2 — 2z +41In(x) +

1
2. Posons u(x) = x2. On a donc v/(z) = 2. Une primitive de g est donc G(z) = §€x2 +k, keR.

1 5
Puisque G(1) = 3e on a alors 5612 + k = 3e soit k = ¢

1 5
La primitive recherchée est donc G : x — G(x) = 569”2 + e

5
3. Posons u(x) = 4z — 3. On a alors v'z) = 4. Une primitive de la fonction h est donc H(x) = pyTEr— + k.
x J—

5 9
Puisque H(1) =1 on a alors : “iax1-3) +k =1soit k = T

5

La primitive recherchée est donc H : x — H(zx) = “ir—3) + Z
x J—
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4.

2x — 3 B 2 — 2 1 B 2 — 2
22—22+1 a2—-2x+1 22—22+1 22—-22+1

j(x) =
On pose u(z) = 22 -2z +1 et v(z) = r—1. On a donc v/(z) = 2z —2 et v'(x) = 1. Une primitive de cette fonction

1
est J(z) =1n(:c2—2:c+1)+—1+k:.
x_

1
Puisque J(0) = —2 on a alors In(0? —2 x 0 + 1) + o—1t k= —2 soit k = —1.

La primitive recherchée est donc J :: & — J(z) = In(2? — 2z + 1) + o 1
x J—

Exercice n°8

a.

F(z) = cos(3xz — 1) b. sin(z2z? + ) c. 2cos(7x)

> Résoudre une équation différentielle du type y = ay + b

Exercice n°9

1. Les solutions sont de la forme z — kegx, keR.

2. Les solutions sont de la forme = — ke 5%, k € R.

3. Les solutions sont de la forme z — ke%, k € R. Puisque y(0) = 1 on a ke

6x0 — 1 goit k = 1. La solution est donc

x — 5%,

Exercice n°10

1.

1 3 1 3
2y’ —y = 3 revient & ¢y = —y + —. On retrouve une équation différentielle du type v’ = ay + b avec a = 3 et b= 5

2 2
3
Une solution particuliere est donc —C—l; soit —% =3.
2
Les solutions de I’équation différentielle 3’ = %y sont de la forme z — ke2® , keR.

La forme générale des solutions de (E) sont donc z — ke3® — 3, keR.

. Puisque f(0) = —1ona ke2® —3 = —1 soit k —3 = —1 et donc k = 2.

. , 1
La solution recherchée est donc z — 2e¢2% — 3.

Exercice n°11

a.

. A -2 2
Une solution particuliere est —— = —— = —.
a 5 )

Les solutions de 3’ = 5y sont de la forme ke®®, k € R.
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2
Les solutions sont donc de la forme z — ke®® + 5 keR.

5
’ / 5 . AT b 9 5
b. 2y =8y —5 < y' =4y — —. Une solution particuliere est —— = ——2 = —.
2 a 4 8
Les solutions de ' = 4y sont de la forme z — ke?®, k e R.
. qw O
Les solutions sont donc de la forme z — ke** + 3’ keR.
10
1 10 b Y
c. 3W+10=yey = gy — 3 Une solution particuliere est —— = _Tg = 10.
a
3

1
Les solutions de 3’ = gy sont de la forme x — l<:e%“”7 ke R.

Les solutions sont donc de la forme & — ke3® + 10, ke R.

> Résoudre une équation différentielle du type y = ay + f

Exercice n°12

2e*

T 14 2e%

1. On pose u(z) = e~2% et v(z) = In(1 + 2¢%). On a alors v/(z) = —2e~2% et v/ () Ainsi :

f'(z) = ' (2)o(x) + u(z)v' ()

= —2¢72% x In(1 + 2€%) + e~ 2% x 2¢”
1+ 2e*
2em—2m
_ -2
= —2e *"In(1 + 2¢€%) + 1+ 207
2e™ "
_ -2
= —2¢ “"In(1 + 2¢%) + T e
() +2f(x) = =272 In(1 + 2¢%) + 2’ +2e72%In(1 + 2¢%) = 2¢ " .
1+ 2e* 1+ 2e”

f est bien une solution particuliere de (E).
2. y' + 2y = 0 revient & 3/ = —2y. Les solutions de ce type d’équation différentielle sont de la forme ke 2%, k € R.

3. Les solutions de (E) sont donc de la forme x — ke™2* + e~2%In(1 + 2¢%), k € R.

Exercice n°13

1. Siu(z) =ze ® alors u/(x) = e % — ze ™.

u(x) +u(x) =e® —xze ™ +xe ¥ = e *. Donc u est bien une solution particuliere de (E).
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2.y +y = 0 revient & y = —y. Les solutions de ce type d’équation différentielle sont de la forme = — ke %, k € R.

3. Les solutions de (E) sont donc de la forme z — ke™ + ze™" = (x + k)e ™, ke R.



