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Correction des exercices sur 'intégration (2)

> Déterminer une valeur moyenne

Exercice n°1

En placant approximativement la droite d’équation y = p de fagon & obtenir un rectangle possédant la méme valeur

4
que J f(x)dz, on trouve pu ~ 2,6.
0

Mo -
7 1777777770 7777777747 7
7 2727720770 7777777747 77
7 1777777770 7777777747 7
7 7277777770 2777777747 7
2 F o :
7 1770770770 777777 7747 7
7 7277777770 2777777747 7
7 1777770770770 777 7747 7
7 770777770 7777777747 7
7 1777770770 777777 7747 7
7 7777777770 7777777747 7
7 7777777770 2777777747 7
1 z 177727772V 777277772747 7
7 1777777770 777777 7747 7
7] 7277777770 2777777747 7
1777770770 777777 7747 -
7277727770 2777777747
1770770770777 770 7747
7277777770 7777777747
7 1777770770772 777 7747
A 777777770 7777777747 N
7

Exercice n°2

1
[w2—3x]2=5(52—3x5—(22—3x2))=4.

W =

1 5
- | 22 —-3dzr =
u52J2a:3a:

Exercice n°3

1. La fonction z — cos(x) est 2m-périodique. Donc la fonction f est 2-périodique.

1
2. Une primitive de la fonction f est x — — sin(mx).
T

34— ﬁ f cos(ma) dz — —% [1sm(m)]1 _ —% (1 sin(—r) — 1sm(7r)) _ 0

1 T 1 s ™
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Exercice n°4

70 _ 70 70
1 f 110(In(z) — 2) dzr = iO x 110 x (f —ln;x) dx — ZJ ldgc)

70 — 20 20 X 5 20 20 T
1 In(z)? " 70
= 110 ([ . Lo —2[In(x)]5

~ 4,5

La valeur moyenne de la capacité pulmonaire chez ’adulte entre 20 et 70 ans est d’environ 4,5 litres.

> Encadrer une intégrale

Exercice n°5

1

2 oz

1. Pour tout réel > 1, 22 + 1 > 2 donc 0 < 1

In(x) .

En multipliant par In(z) > 0 on obtient alors 0 < f(r) < —5

x
2. On utilise la formule de dérivation du quotient.
e (Ch(@) —1)x 1
—— xz— (—In(x) - 1
G/(.’L') — X 5 _ Il(;l,‘) )
T T
. . € € € ln(x)
3. D’apres la premiere question, j 0dz < f flx)de < f 5 dz.
1 1 1 T
°1 —-1-1 0-1 2
D’apres la question 2, f n(;z:) dr =G(e) — G(1) = 1= + 1.
1 e e

€ 2
Finalement, 0 < f flz)de < - —1~0,264.
1 (&

Exercice n°6

1. Pour tout z € [1; 3] :

31 LS| 31
Par intégration, on obtient alors : f —dz > J dz > J —dzx
1 2 1 1+ l'2 1 10
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31 11?1 1 I | 1 1
Orj—dmz{—m} =—><3—§><1—1Etf—dm—{—:v] = —Xx3——x1=
1

L2 2], 2 10 10 10 5
1

Ainsi, — f—daz
"5

1
2. Pour tout x € [O; 5] :

5

4
5
<V1+22< %
1 2

\/1~|—$2 \/5

=

1 1
2 1
Par intégration, on obtient ensuite : J 1dx > f ———dzx > J dz.
0 0 0

NZE

2
\/_3

3 1 32 1 o y
Or lde = - et —dz = —5 D’ou le résultat & démontrer.
0 0

> Intégrer par parties

Exercice n°7

a. On pose v(z) =z et v/(z) = sin(z). On a donc v'(z) =1 et u(x) = — cos(z).

Ooly

foam@dx=pm%ugxﬂ _Lf‘m“@X1dw

™

— [~ cos(z) x ]2 + [sin(z)]¢

=1

b. On pose v(x) = 2% et u/(x) = cos(x). On a donc v'(z) = 2z et u(z) = sin(z).

2
— f sin(z) x 2z dz (on va utiliser I'intégrale de la question précédente)
0

SIE]
[=RNTE]

J 22 cos(z) dz = [sin(z) x xz]
0

jus

-2 f2 xsin(x) dz

0

= [sin(z) x 2?]

(=TI}
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_ (2)2 x sin (g) — 02 x sin(0) —2 x 1

=2 2
4

c. On pose v(z) =In(z) et v/(x) = 1. On a donc v'(x) = 1 et u(z) = .

T

F In(z) dz = [zIn(z)]S — J . v x L dz

1 1 x

Exercice n°8

1 1
f (x+2)e"dx = [(z + 2)em](1) - J e’ dx
0 0

= [z +2)e"]y — [e"]g

=2e—1

a. On pose v(r) =z +2et v (x) =e”. On adonc v'(z) =1 et u(z) = e*.

1
b. On pose u/(t) = €% et v(t) =t — 2. On a donc u(t) = 56% et v/(t) = 1.

2 1 2 2 1
f (t —2)e*t dt = [262t(t — 2)] — f §e2t dt

1 1 1

c. On pose u/(z) = 22 et v(z) = In(x). On a donc u(z) = ot v'(x)

3
3
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> Aire entre deux courbes

Exercice n°8

In(z) (In(x))? In(z)(1 - In(x))

1. Posons d(x) = f(x) — g(x) = T, = . . On a le tableau de signe suivant :
x 0 1 e +00
Inz) T ;
x + + I
1 —1In(z) + + 0 -
d(x) — 0 + 0 -

Ainsi, Cy est au-dessus de C4 pour z € [1; €.

2. ff(;c) dz = [%m(a;)?]i -3

fg(x) dz — [%111(:6)3]? _ %

D’ou L f(x) —g(x)dx =

Exercice n°9

> Etudier une suite d’intégrales

Exercice n°10

1 1 1
1. Upy1 — up = f 2" n(z 4+ 1) dz — f 2"In(z +1)dz = J z"(x —1)In(x + 1) d.
0 0 0

Sur [0; 1], 2™ est positif tout comme In(z + 1). En revanche, (z — 1) est négatif.
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Ainsi, Uup4+1 — u, < 0 donce (uy,) est décroissante.

2"In(z + 1) = 0 sur [0; 1] donc u, >.
Puisque (uy,) est décroissante et minorée par 0 alors elle converge.

2. Soit n € N*.

0<z<lel<z+l<2ehl)<h(z+1)<In2)< 0<2"In(zx+1) <z"n(2).

1
Ainsi, 0 < u, < J z" In(2) dz.
0

1
n _ 1 n+1| _ 1D(2)
Orfox ln(2)dx—ln(2)[m+1az }_n+1'

Or lim In(2)

n—+on+ 1

= 0. D’apres le théoreme des gendarmes, lim wu, = 0.
n—+0oo

Exercice n°11

1 60 1 e~
1. u0+u1=f — dx+f —dz
01+€x 01+€x

1 _
14+e*
=J ¢ dx
0 1+€_I

1
=J 1dz
0

=1.

1 —x
e eS| 1
2. = dr = |—1In(1 = —In(1 In(2).
U1 L1+e—z r=[-In(l+e )]0 n(l+e ") +1n(2)

Puisque ug +uy = 1 alors ug = 1 + In(1 + e~ 1) — In(2).

—nx

3. Pour tout entier naturel n et pour tout réel z, e™™* > 0et 1 +e~* > 0 donc n
e

1 o—(n+l)z L g—nz
4. u +u,=| —doz— dx
et " J;] 1+e* J;) 1+e®

dx

fl e—(n-i—l)x 4@
0 1 +eZ

1 —nx —x

1

:J e"(1l+e )d:v
0 1+e_x

1
:f e "dx
0

— > 0. Par intégration, u,, = 0.
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B 1—e™™

n
5. D’apres les questions précédentes, u,, = 0 donc u,+1 = 0.

D’apres la question précédente, u,, = — Upyt1 donc u, <

1—e™™ 1—e™™

n
_ 1—e™
6. Pour tout entier naturel n, 0 < u,, < ——.
n
— e
Or lim ——— =0 donc d’apres le théoreme des gendarmes, (u,) converge aussi vers 0.
n—+0o00 n

Exercice n°12

1
1

1. Ip= J e " dr = [—e‘x]é =——+1
0 (&

1 1
2. Iny1— I, = f 2" le ™ dr — J e dx
0

1

Size0; 1] alors z"e ™ > 0 et x —1 < 0. Donc J e (z —1)dx < 0 donc Ip41 — I,

0
suite (I,,) est décroissante sur N.

<

ce qui montre que la

3. Pour tout z € [0; 1], z"e™* > 0. La suite ([,,) est donc décroissante et minorée par 0 : elle converge.

4. Pour tout réel x € [0; 1] ona 0 <e ™ < 1.
En particulier, e™® < 1 donc z"e™® < z™ et donc I, < fl ™ dax.
0
1
5. D’apres les questions précédentes, 0 < [, < J 2" dx.
1 0

1 n+1 1
Jx”dmz v = .
0 n+1 0 n+1

D’apres le théoréeme des gendarmes, la suite (I,,) converge également vers 0.



