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Equation polynomiale : résolution par radicaux

Principe

On considere une équation de degré 3 (E) : ax® + bz + cx + d o1 a est non nul.
Puisque a est non nul, on peut écrire :

d

b
(E) : 23+ —a? + S+ S =0
a a a

En posant de nouveaux coefficients, on peut ainsi écrire :

(B): a3 +bz?+dx+d =0

/
L’idée maintenant est d’éliminer le coefficient en 2. On réalise un changement de variable en posant X = x + 3

/
De ce fait,ona x = X — 3 On obtient alors :

A% A% v
X—o) +¥V(x-< X - ) +d =
(eo5) vl ) e (eog) e

Apres avoir développé et simplifié, on trouve :

12 2/3 /]
X3+(—%+C’) 2[)7—%1%1’:0

b/2 2bl3 v
On pose enfin p = 3 +cd et qg= 57 3 + d’ pour obtenir I’équation réduite :

X34+ pX+qg=0

Le théoreme des valeurs intermédiaires montre qu’il existe au moins une solution a cette équation.

Formule de Cardan

Pour tout réel u et v, on a (u + v)? = u3 + 3u?v + 3uv? + v3 = 3uv(u + v) + (u + v3) que l'on peut aussi écrire

(u+v)3 = 3uv(u+v) — (v +v3) =0

ce qui ressemble & notre précédente équation réduite, en posant p = —3uv et ¢ = —(u? +v3) on a (u+v)3 + p(u+
v)+q=0.
On posera ensuite u3v3 = —% et (u +v3) = —q puis, ab = —;—5 eta+b=—q.

De ce fait, on revient a un probleme ou on connait la somme S = a + b et le produit P = ab. Or a et b sont
solution de X2 — SX + P.
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Formule de Cardan : suite

4p®  4p3 42742
A=S2 _4x1xP=¢g*+—2="_"71
S x 1 x q +27 57

Si le numérateur est positif, on obtient :

2 4p’ 2 4p?

2%x1 2 2%x1 2

Puisque a et b sont les cubes de u et v et puisque x = u + v on trouve finalement :
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que 'on peut aussi écrire en rentrant le 3 sous le radical :

C’est ce que l'on appelle la formule de Cardan.

Exercice n°1

Résoudre Iéquation 3 + 3z + 2 = 0.

Exercice n°2

Résoudre I’équation 323 4+ 422 — 22 +1 = 0.
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> Correction des exercices

Exercice n°1

On peut appliquer directement la formule de Cardan avec p = 3 et ¢ = 2.

Ontrouve alors 2 = /=1 — I+ 1+ V/—1+V1+1=vV-1-vV2+ vV —-1+v2~ —0,596071

Exercice n°2

On ne peut pas appliquer la formule de Cardan. Il faut d’abord se ramener a 1’équation réduite en utilisant les
formules de I'encadré < Principe >.

4 2 1
3x3+4x2—2x+1=0®x3+§x2—gaz—i—g=0.

/
On pose ensuite le changement de variable r = X — 3 soit x = X —

—<§—>2+<-2> W) G

Wl

)

1
la d d X3 Z =

Cela donne donc + 3 3 o7 + 3 0
Soit en simplifiant :

34 587

X3 - X4+ —— =
27 + 729 0
. . 34 587

On peut maintenant appliquer la formule de Cardan avec p = T et g = 759"



