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Correction : suites numériques (1)

> Utiliser le raisonnement par récurrence

Exercice n°1

On souhaite montrer que pour tout entier naturel n > 1 : u, < upy1 < 2.

Initialisation

1
Pourn=1:u0=—2etu1=1~|—§><(—2)=O.
On a bien vy < up < 2.

Hérédité
Supposons que pour un entier naturel n > 1, on ait u, < upyq < 2.
1 1

<= 5’&” < §’U,n+1 < 1

1 1
®§un+1<§un+1+1<1+1
1 1
<= §Un< §’U,n+1 <1

< Upyl < Upq2 < 2

La proposition est donc héréditaire.

Conclusion

La proposition est vraie pour n = 1 et héréditaire pour un entier naturel n > 1. Elle est donc vraie pour tout entier
naturel n > 1.

Exercice n°2

1. Initialisation
12(1+1)?

= 1.
4
La proposition est donc vraie pour n = 1.

Porn=1:13=1¢et

Hérédité
n?(n +1)2

Supposons que pout un entier naturel n > 1, on ait 13 + 23 + ... + n? = 1

s (+1’n+2)?

On souhaite montrer que 1% + 23 + ... + n3 + (n + 1) 1
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2 12
13+23+...+n3+(n+1)3=n(n4+)+(n—|—1)3
2 2 3
= 13 +2° + +n3+(n+1)3:"(”+1) +4n+1)
1
4 3 2 3 2
n*+2n° +n°+4n° + 12n° + 12n + 4
B+2+. +n2+(n+1)3=
< n° + (n+1) 1
nt+7n3 + 13n% + 12n + 4

S PB4+ + . +nd+(n+1)3 =

4
Or (n+1)2n+2)2%2=m>+2n+1)(n?>+4n+4) =n* +4n% +4n2 + 2n® + 8n2 + 8n +n? +4n + 4

=n*4+6n3+13n2 + 12n + 4.

Ainsi: 13423 4 03+ (n+ 1) = n* + 73 +13n2 + 12n + 4 _ (n+1)%(n +1)2
: 1 1 .

La proposition est donc héréditaire.

Conclusion
La proposition est vraie pour n = 1 et héréditaire pour un entier naturel n > 1. Elle est donc vraie pour tout
entier naturel n > 1.

2. Initialisation

Pour n =2 : 1! =1 et 2! = 2. La proposition est donc vraie pour n = 2.

Hérédité

Supposons que pour un entier naturel n > 2, on ait 1! + 2!+ ... + (n — 1)! < n!.
s U+2l+..+(n—D)x(n+1)<n!x(n+1)

s U+2l+..+(n—-D)x(n+1) < (n+1)!

sn+2n+ ...+ =2 !xn+n-—Dxn+1+2l+ . .+ (n-D!'<(n+1)!
sn+2n+ ... +nl+1U4+20+ . +(n-1)!< (n+1)!
sU+2'+..+(n-D+n)+(n+2+...+(n—-2)xn) <(n+1)!

Les quantités étant positives, on a donc 1!+ 2! + ... + n! < (n + 1)!

La proposition est donc héréditaire.

Conclusion

La proposition est vraie pour n = 2 et héréditaire pour un entier naturel n > 2. La proposition est donc vraie
pout tout entier naturel n.

Exercice n°3
On souhaite montrer que pout tout entier naturel n on a u, < up4q1 < 1.

Initialisation
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up = f(ug) = —0,5 x (=0,5)% + (—0,5) + 0,5 = —0,125. La proposition est vraie pour n = 0.
Hérédité
Supposons que pout un entier n = 0, on ait u, < up11 < 1.

La fonction f est une fonction polynéme du second degré : elle est croissante sur |—co; 1]. Ainsi :
f(un) < f(un+1) < f(l) S Upt+l S Up42 S L.

La proposition est donc héréditaire.
Conclusion

La proposition est vraie pour n = 0 et héréditaire pour un entier naturel n > 0. La proposition est donc vraie.
Exercice n°4

Initialisation
Pourn=1:2"-1=za'-1l=2—-let(z—1)(1+at"H=z-1
La proposition est donc vraie pour n = 1.
Hérédité
Supposons que pour un entier naturel n > 1, on ait 2" — 1 = (z — 1)(1 + = + 2% + ... + 2™ 1).
xn+1_1:$n+1_1_$n+$n
=zl "+ (z -1 +x+22+.. +2"))
=2z -1+ @@-1D1+z+22+... +2"1)
=(@x-D1+x+22+..+2"
La proposition est donc héréditaire.
Conclusion

La proposition est vraie pour n = 1 et héréditaire pour un entier naturel n > 1.
La proposition est donc vraie pour tout entier naturel n.

Exercice n°5

Initialisation

1
u] = guo +4= 3 < 7 et u; > ug. La proposition est donc vraie pour n = 0.

Hérédité
Supposons que pour un entier naturel n > 0, on ait u, < t,+1 < 7.
1 1

S SUp S FUntl S

3 3

Wl

1 1 7

19
S Up4l S Up42 S £} <T.

La proposition est donc héréditaire.

Conclusion

La proposition est vraie pour n = 0 et héréditaire pour un entier n > 0.
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La proposition est donc vraie pour tout entier naturel n.

Exercice n°6

1
3uo 3x3 3 3uy
1. u; = = 7=, 5 w= =
1+ 2uyg 14+2x = 4 14+ 2uy
2

2. Initialisation

1
Pour n =0, ug = 3 > 0. La proposition est vraie pour n = 0.

Hérédité

Supposons que pour un entier naturel n > 0, u, > 0.

3u
1+ 2u, > 0 et 3u, > 0 donc 1771 > 0 donc u,+1 > 0. La proposition est héréditaire.

+ 2uy,

Conclusion

La proposition est vraie pour n = 0 et héréditaire pour un entier naturel n > 0. La proposition est donc vraie

pour tout entier naturel n.

3uy,
3 Unp+1 _ 1+ 2u, _ 3
Ty, Up, 14 2u,

D’apres I’énoncé :u, <1

< 14 2u, <3

1 1
= > =
2+u, 3
3
s —>1
1+ 2uy,
Un+1

Un

Exercice n°7

Initialisation

up = 1 et (0 +1)? = 1. La proposition est vraie pour n = 0.

Hérédité

Supposons que pour un entier naturel n > 0 on ait u,, =

Up+l = Uy +2n + 1
=(n+1)2%2+2n+3
=n’+2n+1+2n+3
=n?+4n +4

= (n + 2)%. La proposition est donc héréditaire.

> 1. La suite (u,) est donc croissante sur N.
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Conclusion

La proposition est vraie pour n = 0 et héréditaire pour un entier naturel n = 0.
La proposition est donc vraie pout tout entier naturel n.

> Etudier la convergence d’une suite

Exercice n°8

1. lim n?=4wet lim n =+ donc lim wu, = +o0.
n—+0 n—-+w

n—+0o0
1 . 1 o .
2. lim — =0donc lim — =1dou lim n®+3=+ow donc lim wu, = +00.
n—+ow \/n n—+w +/n + 1 n—+0mw n——+0
2
3. lim —n?=—-owdonc lim —n?—-3=-wdonc lim ——— =0
n—-+o n— -+ n—+0w —n2 — 3

Exercice n°9

1. lim 2n® = +wet lim 3n =+ donc lim wu, = 400.
n—+0o0 n——+0oo n—+0o0

2. Programme Python de la rechercher de seuil :

1 def seuil(a):

2 n=0

3 u=0

4 while u<a:

5 n=n-+1

6 u=2*n*n+3*n+1
7 return (n)

>>  print(seuil(1000000))
>> 707

Exercice n°10

1. Si on utilise les opérations sur les limites, on arrive a une forme indéterminée. On va donc chercher a factoriser.

4 2
3% —dn+2=n3(3— — + ).
n n+ n( n2+n3)

4 2
limn — +003 — —S+ == 3 et limn — +oon3 = 400. Donc limn — +00 = 4.
n n

2. Programme Python de la rechercher de seuil :
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N O A W N =

def seuil(a):
n=0
u=0
while u<a:
n=n-+1
u=3*n*n*n—4*n+32
return (n)

>>  print(seuil(1000000))
>>  70.

La encore, nous devons factoriser.

3 3
2+ — bl
_2n+3_n<+n> 2+n

Un = = .
—n — )
o ”(15> T a

n n

3
lim 2+ —=2e¢t lim —1——=—-1donc lim wu, = —2
n—-+0o0 n n——+0o0 n n—-+o0

Exercice n°11

1.

5 1
.n2—5n+1=n2(1——|—).
n

On factorise :

sy (1 27)

(320

(-3)

. 3 . .
lim 1——=1et lim = +o donc lim = +oo.
n—+w V% n——+0o n—+w

n2

5) 1
lim 1——+ — = let lim n? = +o donc lim wu, = +o0.
n—+aoo n n n—+o0 n—-+ao0

1
n2<3+> 3 1
3n?+n n) +n
T3
n

n+3 2(1 3>_
n ‘*+‘3
n n
3

1 1
lim 3+ —=3et lim — + — =+® donc lim wu, = +o0.
n——+0o0 n n——+o0 n n n——+00

vn+2+4/n 2

n2

B e N GV Fuy - Aabyew Sy

Le dénominateur tend vers +oo quand n tend vers +o0. Ainsi :

lim

n—+0o0

=0.
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Exercice n°12

3 3
n? x — —
1. ” =N
n2 T4 < > 1
I+-5
n
lim 1+——let lim =0donc lim =0.Puis lim E-i—7:—|-oo.
n—+00 n—+0o0 n—+0o0 n—+o H

Finalement : hIJ’I_l Up = +00.

n—

2
6n2—3n+7 (
2 1
n?+n+ n2(1—|—

3 7 1 1
lim 6———1———66‘5 lim 1+ — —i———ldonc lim w, = 6.

n—-+0o0 n n—-+0o0 n n—-+0o0
1 1
, Sn-1 (3_n2> n<3_712>
. = == 4 .
5n + 4 i (5 N 4) 54 4
n n

2

1 4 3n°—1
lim n (3 — 2) =4owet lim 5 + — =5. Donc lim " = 40 et donc lim wu, = +00.
n— -+ n n—+o n—+o0 Hn + 4 n— -+

IR o

2 / 2
lim 3— — =3 donc hrf 3— 2 +43=23. Finalement, liIEOC Up = —00.
n n—

n— -+ n



