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Correction : fonction logarithme

> Simplifier des expressions

Exercice n°1
a. In(3e) =In(3) +1In(e) = 1 +In(3).

b. In(e?) =2In(e) =2x 1 =2.

1
x1=—.
2

c. In(y/e) = %ln(e) _ %

d. In (%) +1n (g) +1n (g)  In(1) — In(3) + In(3) — In(5) + In(5) — In(7) = — In(7).

e. In(2+v3)2 +1n(2—/3)2 = In((2+v/3°) x (2—/3)2) = 20In((2++/3)(2—v/3)) = 20In(4—3) = 20In(1) = 0
Exercice n°2

a. In(3—+/5)+InB++5)=In((3-v5)(3++5)) =1In(9 —5) = In(4).

b, 3In(2) + In(5) — 2In(5) = In(2%) + In(5) — In(3%) = In (2332 5) I <4§0)

c. In(e?)—1In (g) = 2In(e) — In(2) + In(e) = 3 — In(2)

(&

> Résoudre des équations et des inéquations

Exercice n°3
a. e’ =5< z=In(5).
b. e’ =4e e =@ o 12 = n(4) « z = 1/In(4) ou z = —/In(4).
c. e¥=2ec¢?=e"® o z=n02)<z=—-In2).
d. ¢e* > 0 pour tout réel x donc I’équation n’a pas de solution réelle.
Exercice n°4

a. el=5er+1=In05)<z=Imnh(5)-1

b. In(z) =2 < z =e¢".

[a—y
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c. In(z—3)+Im9—2z)=0<In((z—-3)9—2))=h(l)< (z-3)9-2)=1< —2?+122—-28=0
—12++/32
A=32c¢ctz] = %3 =

6 — 242 et 19 = 6 + 2¢/2.

Les deux sont solutions car elles appartiennent & |3; 9[, ou le In(x) est définie.
Exercice n°5

a. InBxr—-2)=0e3z-2=1<z=1

In(2) — 4
b. ¥ =2<3r4+4=n(2) &=z n(?))
c.

e te—6=0se ()2 +1-6e%)=0< (e%)2+1—6e” =0 car e” # 0

— /32
Posons X = e®. L’équation devient X2 —6X +1=0. A =32 et X; = %

=3-2v2et Xo =3+2V2,
e® = X = 21 =In(3 - 2v/2) et €2 = Xy & x5 = In(3 + 2v/2)

Exercice n°6

a e$+5>4ex®e”"4e$>5©ex<§®x<ln<§>
L’ensemble des solutions sont les réels de l'intervalle ]—oo, [

2
1
b. br-1)>2<6r—122 x> " g
241
L’ensemble des solutions sont les réels de I'intervalle [ ; + oo[.
C.

<In(1) < s

<Kled-rz<r+lel<sa
z+1
L’ensemble des solutions sont les réels de l'intervalle [1; +oo].

Exercice n°7

r+1

1n(3—x)—1n(x+1)<0@1n(3*x>

2
2 = e 3
2+3In22) <0 In2z) < —s ©2x<e 3 &< 5

2

e 3

L’ensemble des solutions sont les réels de l'intervalle [0 ; 5

— -1 — - —x2 —
b. In(5— ) —In(3) + In(z — 1) >o@m<(5m)3(x)> >1n(l) (5@3(:[:1) S L6278

= 0.
3
Le numérateur possede deux racines : 2 et 4. L’ensemble des solutions sont les réels de I'intervalle [2; 4].

In(322 —2-2) >z +4) =322~ —-2>6r+4 <322 -T2 —6=0
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2
Ce polynome s’annule en -3 et en 3. L’ensemble des solutions sont les réels de 'intervalle [3; +0o0].

> Etudier des fonctions en utilisant les propriétés du logarithme

Exercice n°8

() = e (€X +2) —e” x 2% e"(2 — ")
e (22 1 2)2 G
Pour tout réel x, e > 0 donc (e* + 2)2 > 0. Il faut étudier le signe de 2 — e%*.

1
2—62120©62“<2©2xsln(2)@xé§ln(2)©x<1n(\/§).

On obtient donc le tableau de variations suivants :

f'(=) +

d 0 / \ 0
Exercice n°9
1. liII(l) In(z) = —o0 donc lin}) In(z) +1 = —oo0.
Or lim X2 = 4o donc lim(In(z) + 1))? = +o0.
X——w z—0

lim In(z) = +00 donc lim In(x)+ 1 = oo.

T——+00 T——+00
Or lim X2 = 4w donc lim (In(z) + 1)2 = 400.
X—>+4w T—+00
1 21 2
2. f’(g;) =2%x - X (]n(x) + 1) — &
z x

3. Puisque x > 0, le signe de la dérivée dépend de celui de 21In(z) + 2.
24+In(z) +2>0<In(z) > -1< x>e ! Dou:

T 0 e ! +00
f'(x) H - 0 +
40 400
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Exercice n°10

1. On doit avoir p(5730) = 0,375

< 0,75e70730 — 0 375

1
e—5T30A _ =

2

()

—5730

~ 0,00012.

2. 10% des particules de départ représentent une quantité de 0,075. Il restera donc 0,75 — 0,075 = 0, 675.

p(t) = 0,0675
< 0,75¢ M =0,675
s e M=0,9

In(0,9)

= T L 8s.
= ~0,00012
3. p(t) = 0,5
< 0,75¢¢ " =0,5
2
A _ ©
= e 3

2
xt=In(Z
- n<3>
2
]n <3>
=— 7 ~ 3379.

~ —0,00012

Exercice n°11

1

1. f(x) = (x —2(x + 1) In(z + 1)).

r+1

lim z+1=0"et lim = 0. Donc

z——1t z—0t -1+t +1
Ainsi, lim z—-2(z+1)In(z+1))=—-1dou lim f(z)=—c0.
z——11 r——1*t
lim =let lim In(x+1) =40 dou lim f(z)= —o0.
z—+oo xr + 1 T—+00 T—+00
5 f,(x):(az+1)—x 2 1 2(r+1) —2r—1

(z+12  z+1 (z+1)2 (z+12

=+wet lim (z+1)In(z+1)=0

rz——171

(x +1)%

1
le signe de f’(x) dépend de celui de —2x — 1 qui s’annule en —3 D’ou le tableau de variations :
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r -1 - +00
2
f'(@) + 0 -
—1+2In(2)
—o0 +00
3. f(0)=3x0+1—-2x0xIn(0+1)=0.
1
Sur <] -1; — 2}, la fonction f est continue puisque dérivable. Elle est également strictement croissante. Elle

prend des valeurs de —o0 & —1 4 21In(2) > 0 sur cet intervalle.
D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet une unique solution sur

cette intervalle.

Et comme f(0) = 0, elle admet une deuxiéme solution.

A la calculatrice, on trouve o ~ —0,72;

1 1
4. f étant strictement croissante sur ]—1; — 2} et décroissante sur {—2 7 + oo[, on obtient :
x —1 « 0 +o0
fx) — 0 + 0 -

Exercice n°12

1. lim 3z +1 = 1. Par croissance com

z—0

parée, lim = In(z) = 0. Donc lim f(z) = 1.
z—0 z—0

1
Pour tout réel x > 0, f(z) = (3 + = — 2111(3:)).
x

1
Or lim —=0et lim In(z)=+oodonc lim f(x)= —o0.

T—>+00 T r—>+00

1
2. Pour tout réel z > 0, f'(x) =3 —2In(z) — 22z x — =3 —2In(z) — 2 =1 —2In(z).

r—+00

X

1
3. 1—2In(z) >0 < In(z) < 5T e< e2. Dot le tableau suivant :

x 0 e% +00
@ e 0 -
2ez +1
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4. f est strictement croissante sur ]0; e%] et lir% f(z)=1.
xr—>

Donc pour tout réel de cet intervalle, f(z) > 1 et I’équation f(z) = 0 n’admet pas de solution.

Sur [e% ; +o0[, f est strictement décroissante et prend des valeurs entre %3 +1>0et —o0.

f est continue sur cet intervalle : d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f(z) =0
possede une unique solution sur cet intervalle.

5. D’apres les questions précédentes :
f(z)>0size]0; af, puis f(x) <0sixe]a; +0].

2
6. Pour tout réel z > 0, f"(z) = —= < 0. f est donc concave sur ]0; +o0[ et sa courbe représentative est située en
x

dessous de ses tangentes.
7. Une équation & cette tangente est y = f/(1)(x — 1) + f(1) ce qui nous donne y = z + 3 apres réduction.

8. D’apres la concavité de la fonction f, f(z) <z +3
<3r+1—2zIn(z) <x+3

< —2zln(x) < -2z + 2

1
< zln(z) =21+ —
x

1
In(z) >1— ~.
< In(z) .



