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Suites arithmétiques et géométriques

1 Suite arithmétique

On dit qu’'une suite est arithmétique si, a partir de son terme initial, chaque terme est obtenu en ajoutant au

précédent un méme nombre.

Si (up) est une suite arithmétique elle est donc définie par un réel ug et pour tout n € N par w, 1 = up, +r ou r
est un réel.

Le réel r est appelé raison de la suite.

Exemple La suite des entiers naturels multiples de 6 est une suite arithmétique avec ug = 0 et pour tout
entier n 2 1 : upt1 =up +6. Onau; =6, ug =12, ug = 18, ...

Propriété

Soit (uy) une suite arithmétique de raison r € R.

e Sir >0 alors (uy) est croissante sur son ensemble de définition.
e Sir <0 alors (uy,) est décroissante sur son ensemble de définition.

Théoréme

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r € R. Pour tout n € N :
Uy, = Uy + N7
De facon générale, pour tous entiers naturels p et k :

up =u + (p— k)r

Démonstration

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r.
On a donc upy1 = uy, + 7. En particulier, on a :
Uy =ug+r

Uo = U] + T = ug + 2r

U3 = U2 + 1 = ug + 3r

Up = Up—1 +7 = Ug + Nr
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Remarque

Exemples

Gréace a ce théoreme, on peut déterminer un terme d’une suite arithmétique sans forcément connaitre les
précédents.

Soit (uy) la suite arithmétique de premier terme ug = —3 de raison 5
On souhaite calculer ugs.

5
u65:u0+65><7“:—3+65><6:—.

Soit (vy,) une suite arithmétique de raison 8 et telle que w5 = 109. On souhaite déterminer ;.
up = uys + (11 — 15)r = 109 4+ (—4) x 8 = 77.

Méthode : montrer qu’une suite est arithmétique

Pour montrer qu’une suite (u,) est arithmétique, on calcule la différence entre deux termes consécutifs quelconques
Upt1 — Up. Si le résultat est un nombre réel, il s’agit d’une suite arithmétique dont la raison est le nombre réel

trouvé.

Si le résultat dépend de n, ce n’est pas une suite arithmétique.

Exemples

e La suite (w,) définie pour tout n € N par w,, = (n + 1)? — n? est-elle arithmétique ?

Wpi1 —wp = (n+14+1)2 = (n+1)2 = [(n+1)% —n?|

=n24+4dn+4—-n2—2n—1—-n2—-—2n—1+n?
=2

(wy,) est donc une suite arithmétique de raison 2.

e La suite (a,) définie pour tout n € N par a,, = n? — 1 est-elle arithmétique ?

ani1—ap =M+ 1)2—-1—(n?-1)

=n?+2n+1-1—-n2+1
=2n+1

Le résultat dépend de n donc la suite (v,) n’est pas arithmétique.

Propriété l
5
La représentation graphique d’une suite arithmétique
est un nuage de points tous alignés. 4
3
) 2
Remarque On retrouve l'allure de la représentation
graphique d’une fonction affine. ug peut étre 1
assimilé a ’ordonnée a l’origine et r au >
& 4
coefficient directeur. 01 1 i
Exemple  On donne ci-contre la représentation -2
graphique de la suite arithmétique (uy,) )
telle que ug = —3 et de raison 2.
-4




M. Martin ©Copyright Lecon Premiere Spécialité

Théoréme

Soit m un entier naturel non nul. On a la formule suivante :

n(n+1)
2

1+243+...+n=

Démonstration
1 + 2 + 3 + .. + n—1 4+ n
_l’_
n + n—-1 + n-—-2 4+ .. + 2 + 1
n+1 + n+1 4+ n+1 4+ ... + n+1 4+ n+1

Ainsi, la double somme 1+ 24 3 + ... + n est égale a n fois n + 1.

1
Pour obtenir le résultat de 1 + 2 4 3 + ... + n il faut donc diviser le précédent résultat par 2 soit M

Théoréme

On peut aussi retenir les formules suivantes :

. . Ul +u
Si le premier terme est uj : UL +ug + ... +u, =n X AT 5 n

. . Ug +un
Si le premier terme est ug : up+up+ ..t up,=Mm+1) x ———

2

2 Suite géométrique

On dit qu’une suite est géométrique si, a partir de son terme initial, chaque terme est obtenu en multipliant le
précédent par un méme nombre.

Si (vy,) est une suite géométrique, elle est donc définie par un vy et pour tout entier naturel n par v,11 = v, X ¢
ou ¢ est un réel.

Le nombre ¢ est appelé raison de la suite (vy,).

Exemple  La suite (v,) des puissances de 2 est une suite géométrique.
Elle est définie par vg = 1 et pour tout entier n > 1 par vy11 = v, X 2.
Onavg=1,puisvy =vg Xx2=2,v3 =109 X 2 =14, vg = w3 X 2 =8 et ainsi de suite.
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Soit (v,) une suite géométrique de premier terme vy et de raison g € R.

o Siyg>0:
Si ¢ > 1 alors la suite (v;,) est croissante sur son ensemble de définition.
Si0 < ¢ < 1 alors la suite (v,) est décroissante sur son ensemble de définition.

o Siyyg<O0:
Si ¢ > 1 alors la suite (vy,) est décroissante sur son ensemble de définition.
Si0 < ¢ < 1 alors la suite (v,,) est croissante sur son ensemble de définition.

Remarque Si la raison d’une suite géométrique est négative alors elle n’est pas monotone. En effet, les termes seront
de signe positif puis négatif une fois sur deux.

Soit (v,) une suite géométrique de premier terme vy et de raison ¢ € R. Pur tout n € N :
Vp = Vg X q"
De facon générale, pour tous entiers naturel p et k :

— —k
vp = Vg X gP

Démonstration Soit (v,) une suite géométrique de premier terme vy et de raison g.

e Siwvg=0ousiqg=0 alors tous les termes de la suite sont nuls.

e On suppose que vg # 0 et que g # 0.
Puisque (vy,) est géométrique, pour tout n € N on a v,411 = v, X q.
v =Y X g
’U2=’l)1><q=1)()><q><q=’l)0><q2
U3 =vg X =10 X ¢ X ¢ =19 X¢"

n—1

Up =VUp—1 X q=19 X qXq = vy X q".

Remarque Gréace a ce théoreme, on peut déterminer un terme d’une suite géométrique sans forcément connaitre les
précédents.

Exemples  Soit (v,) la suite géométrique de premier terme vy = 4 et de raison —0, 9.
On souhaite calculer v49.
vg2 = v X (—0,9)*2 =4 x 0,9*2 ~ 0,048

Soit (vy,) une suite géométrique de raison 3 et telle que vg = 9. On souhaite déterminer vyg.
v19 = vg x 31976 =9 x 313 = 14 348 907.
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Méthode : montrer qu’une suite est géométrique

Pour montrer qu’une suite (v,,) est géométrique, on calcule le quotient entre deux termes consécutifs quelconques
Un+1

Un

. Si le résultat est un nombre réel, il s’agit d’une suite géométrique dont la raison est le nombre réel trouvé.

Si le résultat dépend de n, ce n’est pas une suite géométrique.

2n
Exemple  La suite (v,) définie sur N par v,, = gen est-elle géométrique 7
22(n+1)
Un41 —33(n+1) B 22(n+1) 33n B 922n v 92 33n B 4
v 2% 33(ntl) (920 T 33 533 <920 97
33n
(vp,) est donc une suite géométrique de raison 77

Propriété

La représentation graphique d’une suite géométrique est un nuage de points dont l'allure est celle de la
représentation graphique d’une fonction exponentielle.

Exemple  Ci-dessous a gauche, la représentation graphique de la suite géométrique (v,) définie sur N par v, = 1,5"
et ci-dessous a droite, la représentation graphique de la fonction définie sur R par f(z) = 1,5% et

celle de e*.
[ /

! /

Qo
Qo

N
-

(@)
(@)
~—~——

[N W~
[N A~
\‘
\
N

2 2 A
/
1K 1
X — 1 X
-2 10 1 2 3 4 5 12 1o 1 2 3 4 5 7




M. Martin ©Copyright Lecon Premiere Spécialité

Théoréme
Soit n un entier naturel non nul et soit g un réel différent de 1. On a la formule suivante :

_ qn+1

1
1+q+q2+q3+...+q”=Tq

Démonstration Soit n en entier naturel non nul et soir ¢ un réel différent de 1.

Notons S, =1+ q+¢*>+q¢* 1 +¢™
Onaalors g x Sp,=q¢+ ¢+ ...+ ¢ +¢"..
On soustrait les deux lignes et on obtient : S, — ¢S, =1+ q¢+¢>+ ... + ¢ — (g + Pttt an)
Ce qui donne S, (1 —¢q) =1 — ¢"+L.
n+1

1—
Puisque g # 1, on peut diviser par (1 — ¢) qui est un réel non nul. On obtient alors S,, = %
—q



