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Correction des exercices sur les nombres complexes (3)

> Passer de la forme algébrique a la forme exponentielle et inversement

Exercice n°1

a. z=3e™ = 3(cos(m) +isin(nm)) = 3(—1 +i x 0)=-3.

b. z=\@ei§=\/§<cos<g>+isin(%>> \f(i—i- £>=1+i.

c. z=23e" 6—2\f<cos<—€)+zsm<—g>>—2\/7(£—z %)=3—i\@.

Exercice n°2
a. z=25=5(cos(0) +isin(0)) = 5e'.

b. —3 = 3(cos(r) + isin(nw)) = 3e'™.

c. —3i=3 (cos (—g) +isin (;)) — 3¢5,
d. |z =|y/(~3)2 + 32 = 3v/2. Donc z = 32 (%H%) _ 33 (_\/ngl\/;) =3ﬁ(cos (%) \ i (Z’%))

Finalement, z = 3v/2¢'1.

e. \z|=\/( 2¢/3)2 + (—2)2 = 4. Doncz—4(—%§—i§)=4(—\/7§—i%)=4(cos(_T57r)+isin(_T57r)).

. _g5m
Finalement, z = 4e™ "6 .

£l =V8 3 = 2v8 Done = 2v8 (0 - 2 ) —aum (- ) < 2v cos (—F) +ism ().

Finalement, z = 2v/3¢73.

Exercice n°3

1. Z2=ref =Fxel =re @ ot —z=—(re?) =™ x re? = rei(™+0),
. . . 2
2. 2775 = (—e') (26_Z%> = —2¢'F .

T e2nm ;27 j2m j2m
3. 2¢7'3 + 33 = —2e'3 +3e'3 =¢€'3.



M. Martin ©Copyright Fiche d’exercices Terminale Maths Expertes

> Choisir une forme adaptée pour résoudre une probléeme

Exercice n°4

1. 24 = 4/3% + V3" = 2v/B et 24 = 23 (%4—%2) — 23 (\/734-%1) =2\/§<cos (%) +isin (%))

Ainsi, z4 = 24/3¢'5.

. ;2m
De la méme facon, on montre que zp = 2v/3¢'s .

2. (i, OK) = o = = (2) et (i,08) = %”(%).
Or (OX,0B) — (#,08) — (i, 0R) = 2?” -2 =" m.

3. L’égalité zo = z4 + zp traduit I’égalité vectorielle OC = OA + O—B), c’est & dire que OACB est un parallélogramme.
D’apres la question n°2, OAB est rectangle en O.
De plus, OA = |z4| = 24/3 = |z5| = OB. Cela montre que le triangle OAB est aussi isocele. Finalement, OACB
est un carré de coté 24/3.

Exercice n°5

1 3
1. |z =12+ V3® = 2. Notons aq Pargument de z;. On a cos(ay) = 3 et sin(aq) = %
Donc z; = 2 <cos (%) + 7 sin (g))

T T LT . T -7 . m
2. cos (Z) = cos (_Z) et —sin (Z) = sin <_Z> donc z9 = 6 (cos (T) + 7 sin (—Z)) Un argument de zo est

Donc 2122 = (1 +iv/3)(3v2 — 3v/2i) = 3v/2 — 3v/2i + 3v/6i + 3v/6 = 3v/6 + 3v2 + i(3v/6 — 3+/2).
4. z129 = 2¢'3 x 6eid = 12¢'13.
T . T
Donc z129 = 12 (cos (E) + ¢ sin (E))

. . T
5. D’apres les deux questions précédentes, cos (—) =

12
V62
2
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™ V6 —3v2
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> Utiliser les formules de Moivre et d’Euler

Exercice n°6

eim + e—im 3
1. cos3(z) = (—) D’apres la formule d’Euler.
1 . ) . ) . .
=3 ((€)% + 3(e")?e™™ + 3e™(e~)% + (¢**)3)  en utilisant la formule du binéme de Newton
— 1(632'1 + 3622'16—1':1: 4 3eize—2iz 4 e—3im)
8
1
= g(cos(3x) + isin(3x) + 3cos(x) + 3isin(x) + 3cos(x) — 3isin(z) + cos(3x) — isin(3x))
1
= §(2 cos(3x) + 6 cos(x))
1
= Z(cos(&r) + 3 cos(x)).

1
2. Une primitive de cos?(z) est également une primitive de Z(COS(?)SC) + 3 cos(z)). Ainsi :

3 71
Jo cos®(z) dz = Jo Z(cos(Sm) + 3cos(x)) dz

2

[% sin(3) + Zsin(m)]o

1 1
alp) sin (3 X g) + ?lsin (g) 15 sin(0) — zsin(O)
-2+ 9V3
24

Exercice n°7

1. D’apres la formule de Moivre, on a :
(cos(8) + isin(f))? = cos(26) + isin(26).

D’autre part,

(cos(8) + isin(6))? = cos?() — sin?(#) + 2i cos(f) sin(6).
On obtient ainsi ’égalité :

cos?() — sin?(#) + 2i cos(6) sin(f) = cos(20) + i sin(26)
Soit par identification,

cos(20) = cos?(6) — sin?() et sin(26) = 2 cos(6) sin(#).

2. D’apres la formule de Moivre on a :
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(cos() + isin(f))3 = cos(360) + isin(36)
En utilisant la formule du binome de Newton, on a également :
(cos(8) + isin(6))? = cos®(0) + 3 cos?(8)isin(0) + 3 cos()(isin(8))? + (isin(f))3
Ce qui revient apres simplification a
(cos(6) + isin(6))3 = cos?(0) — 3 cos(f) sin%(0) + (3 cos?(0) sin(f) — sin®(h))
On obtient ainsi 1’égalité :
cos(36) + isin(36) = cos®(6) — 3 cos(0) sin(6) + i(3 cos?(#) sin(0) — sin3(9))
Soit par identification :
sin(36) = 3 cos?(A) sin(#) — sin®(#) et cos(36) = cos? () — 3 cos(h) sin?(A)
. D’apres la formule de Moivre, on a :
(cos(8) + isin(f))* = cos(46) + isin(40)
D’apres la formule du binéme de Newton, on a également :
(cos(f) + isin(6))* = cos*() + 4 cos®(#)isin(0) — 6 cos?(6) sin?(#) — 43 cos(6) sin®(0) + sin*(0)
Par identification, on obtient donc :

cos(46) = cos?(0) — 6 cos?(0) sin?(0) + sin*(0) et sin(46) = 4 cos?(0) sin(f) — 4 cos(6) sin®(0)
En simplifiant les expressions :

cos(46) = cos*(0) — 6 cos?(0) sin?(6) + sin*(0) = cos?(0) — 6 cos?(0)(1 — cos?(#)) + (1 — cos?(6))?
On rappelle que cos?(6) + sin?(9) = 1

Ce qui donne finalement cos(46) = 8 cos?(0) — 8 cos?(9) + 1.



