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Correction : limites de fonctions

ą Déterminer des limites de fonctions usuelles

Exercice n°1

a.
3x ´ 1

x ` 2
“

x

ˆ

3 ´
1

x

˙

x

ˆ

1 `
2

x

˙ “

3 ´
1

x

1 `
2

x

.

lim
xÑ`8

3 ´
1

x
“ 3 et lim

xÑ`8
1 `

2

x
“ 1. Donc lim

xÑ`8
fpxq “ 3.

b. lim
xÑ`8

gpxq “ lim
xÑ`8

´x2 “ ´8.

c. lim
xÑ`8

hpxq “ lim
xÑ`8

´x2 “ ´8.

Exercice n°2

1. f 1pxq “
´2xp1 ` x2q ´ p1 ´ x2q ˆ 2x

p1 ` x2q2
“

´4x

p1 ` x2q2
.

De plus lim
xÑ´8

fpxq “ lim
xÑ´8

´
x2

x2
“ ´1 et lim

xÑ`8
fpxq “ lim

xÑ`8
´
x2

x2
“ ´1. On obtient donc le tableau de variations

suivant :

x ´8 0 `8

f 1pxq ` 0 ´

fpxq

´1

1

´1

2. D’après le précédent tableau, pour tout réel x on a ´1 ď fpxq ď 1.

f est donc bornée.

Exercice n°3

1. Il semble que lim
xÑ´8

fpxq “ ´1 et

que lim
xÑ`8

fpxq “ `8.

2. A partir de la représentation graphique, on obtient :

x ´8 1 `8

fpxq

´1

0

`8

1
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ą Opérations sur les limites

Exercice n°4

1. lim
xÑ`8

x2 ´ 2x “ lim
xÑ`8

x2 “ `8 et lim
xÑ´8

x2 ´ 2x “ lim
xÑ´8

x2 “ `8.

2. lim
xÑ`8

gpxq “ lim
xÑ`8

x

x
“ 1 et lim

xÑ´8
gpxq “ lim

xÑ´8

x

x
“ 1.

lim
xÑ1`

x ´ 2 “ ´1 et lim
xÑ1`

x ´ 1 “ 0` donc lim
xÑ1`

gpxq “ ´8.

lim
xÑ1´

x ´ 2 “ ´1 et lim
xÑ1´

x ´ 1 “ 0´ donc lim
xÑ1´

gpxq “ `8.

Exercice n°5

1. lim
xÑ´8

x ´ 5 “ ´8 et lim
xÑ´8

3 ` x2 “ `8 donc lim
xÑ´8

px ´ 5qp3 ` x2q “ ´8.

2. lim
xÑ3´

1 ´ 2x “ ´5 et lim
xÑ3´

x ´ 3 “ 0´ donc lim
xÑ3´

1 ´ 2x

x ´ 3
“ `8

ą Lever des indéterminations

Exercice n°6

lim
xÑ`8

´3x2 ` 2x2 ´ 6x ` 1 “ lim
xÑ`8

´3x2 “ ´8

Exercice n°7

lim
xÑ´8

3x2 ` 2

4x ´ 1
“ lim

xÑ´8

3x2

4x
“ lim

xÑ´8

3x

4
“ ´8

Exercice n°8 On utilise l’expression du conjugué.

?
x ´ 1 ´ 2

x ´ 5
“

p
?
x ´ 1 ´ 2qp

?
x ´ 1 ` 2q

px ´ 5qp
?
x ´ 1 ` 2q

“
1

?
x ´ 1 ` 2

.

lim
xÑ5

?
x ´ 1 ´ 2

x ´ 5
“ lim

xÑ5

1
?
x ´ 1 ` 2

“
1

4
.
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ą Composition de fonctions

Exercice n°9

a. lim
xÑ`8

x2 ` 5

4x ` 1
“ lim

xÑ`8

x2

4x
“ lim

xÑ`8

x

4
“ `8.

Puis lim
XÑ`8

?
X “ `8.

Donc lim
xÑ`8

c

x2 ` 5

4x ` 1
“ `8.

b. lim
xÑ`8

x2 ` x ` 1 “ lim
xÑ`8

x2 “ `8.

Puis lim
XÑ`8

?
X “ `8.

Donc lim
xÑ`8

?
x2 ` x ` 1 “ `8.

c. lim
xÑ`8

2 ´
1

x
“ 2.

Puis lim
XÑ2

?
X “

?
2.

Donc lim
xÑ`8

c

2 ´
1

x
“

?
2.

Exercice n°10

a. lim
xÑ`8

´3x “ ´8. Puis lim
XÑ´8

eX “ 0. Donc lim
xÑ`8

x ` e´3x “ `8.

b. lim
xÑ´8

1 ´
1

x
“ 1. Puis lim

XÑ1
eX “ e. Donc lim

xÑ´8
e
1´

1

x “ e.

ą Utiliser les théorèmes de comparaison, d’encadrement et de croissance comparée

Exercice n°11

a. Pour tout réel x : ´1 ď sinpxq ď 1 donc x ´ 1 ď x ` sinpxq ď 1 ` x.

Or lim
xÑ`8

1 ` x “ `8 donc lim
xÑ`8

x ` sinpxq “ `8.

b. Pour tout réel x : ´1 ď cospxq ď 1 donc ´x ď x cospxq ď x. Puisque x2`1 ą 0 on a
´x

x2 ` 1
ď

x cospxq

x2 ` 1
ď

x

x2 ` 1
.

Or lim
xÑ`8

´x

x2 ` 1
“ lim

xÑ`8

x

x2 ` 1
“ 0 donc lim

xÑ`8

x cospxq

x2 ` 1
“ 0.
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Exercice n°12

1. Pour tout réel x : ´1 ď cospxq ď 1 donc 1 ě ´ cospxq ě ´1 puis 3 ě 2 ´ cospxq ě 1.

Finalement,
1

3
ď

1

2 ´ cospxq
ď 1.

2. Puisque pour tout réel x on a
1

3
ď

1

2 ´ cospxq
ď 1 alors

x

3
ď

x

2 ´ cospxq
ď x.

Or lim
xÑ`8

x “ `8 donc lim
xÑ`8

x

2 ´ cospxq
“ `8.

Pour tout réel x : x ´ 1 ď x ` cospxq ď x ` 1. Ainsi, x ´ 1 ď
x ` cospxq

2 ´ cospxq
ď

x ` 1

3
.

Or lim
xÑ´8

x ` 1

3
“ ´8 donc lim

xÑ`8

x ` cospxq

2 ´ cospxq
“ ´8.

Exercice n°13

a.
ex ` 3

x3
“

ex

x3
`

3x

x3
. Par croissance comparée, lim

xÑ`8

ex

x3
“ `8. De plus, lim

xÑ`8

3x

x3
“ lim

xÑ`8

3

x2
“ 0.

Donc lim
xÑ`8

ex ` 3x

x3
“ `8.

b. px2 ` 4x ´ 1qex “ exx2 ` ex4x ´ ex. Par croissance comparée, lim
xÑ´8

exx2 “ 0 et lim
xÑ´8

ex4x “ 0.

De plus, lim
xÑ´8

ex “ 0.

Donc lim
xÑ´8

px2 ` 4x ´ 1qex “ 0.

c.
ex ` x

ex ´ x2
“

ex
´

1 `
x

ex

¯

ex
ˆ

1 ´
x2

ex

˙ “

1 `
x

ex

1 ´
x2

ex

.

Par croissance comparée, lim
xÑ`8

e

ex
“ lim

xÑ`8

x2

ex
“ 0.

Donc lim
xÑ`8

ex ` x

ex ´ x2
“ 1.

ą Problèmes de synthèse

Exercice n°14

1. lim
xÑ`8

fpxq “ lim
xÑ`8

x2

x
“ lim

xÑ`8
x “ `8.

2. lim
xÑ´1

x2 ` 2x ` 5 “ 4 et lim
xÑ´1`

x ` 1 “ 0`. Donc lim
xÑ´1

fpxq “ `8.

On en déduit que Cf admet une asymptote verticale d’équation x “ ´1.
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3. dpxq “ fpxq ´ px ` 1q “
x2 ` 2x ` 5

x ` 1
´ px ` 1q “

x2 ` 2x ` 5 ´ px ` 1q2

x ` 1
“

4

x ` 1
.

Or lim
xÑ`8

4

x ` 1
“ 0 donc lim

xÑ`8
dpxq “ 0.

Cela signifie que plus x devient grand, plus D et Cf sont proches.

4. Pour tout réel x ą ´1, dpxq ą 0 donc fpxq ´ px ` 1q ą 0 ce qui signifie que fpxq ą px ` 1q.

Cf est donc au dessus de D.

Exercice n°15

1. P 1pxq “ ´6x2 ´ 6x “ ´6xpx ` 1q. On obtient donc le tableau de variations ci-dessous :

x ´8 ´1 0 `8

P 1pxq ´ 0 ` 0 ´

P
`8

´6

´1

´8

2. f 1pxq “
1px3 ´ 1q ´ px ` 1q3x2

px3 ´ 1q2
“

´2x3 ´ 3x2 ´ 1

px3 ´ 1q2
“

P pxq

px3 ´ 1q2
.

Donc f 1pxq est du signe de P pxq. D’après la question précédente, f est strictement croissante sur [α ; 1[ et sur ]1 ;
`8[ et strictement décroissante sur ]´8 ; α].

Exercice n°16

1. lim
xÑ`8

fpxq “ lim
xÑ`8

3x2

x2
“ 3. De la même façon, lim

xÑ´8
fpxq “ 3.

Ainsi, Cf possède une asymptote horizontale d’équation y “ 3.

2. fpxq ´ 3 “
3x2 ´ 4

x2 ´ 1
´ 3 “

´1

x2 ´ 1
.

Pour tout x dans ]´8 ; ´1[ U ]1 ; `8[, x2 ´ 1 ą 0. Et pour tout x P ]´1 ; 1[, x2 ´ 1 ă 0. Donc ´
´1

x2 ´ 1
ă 0 sur

]´8 ; ´1[ U ]1 ; `8[ et
´1

x2 ´ 1
ą 0 sur ]´1 ; 1[ ;

Ainsi, Cf est au-dessus de cette asymptote horizontale sur ]´1 ; 1[ et en dessous sinon.

3. lim
xÑ1`

3x2 ´ 4 “ ´1 et lim
xÑ1`

x2 ´ 1 “ 0`. Ainsi : lim
xÑ1`

fpxq “ ´8.

4. Cf possède donc une asymptote verticale d’équation x “ 1.

5. lim
xÑ´1`

3x2 ´4 “ ´1 et lim
xÑ´1`

x2 ´1 “ 0`. Ainsi : lim
xÑ´1`

fpxq “ `8. Ce qui prouve bien que Cf possède une autre

asymptote verticale, cette fois d’équation x “ ´1.
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