M. Martin ©Copyright Fiche d’exercices Terminale Spécialité

Correction : limites de fonctions

> Déterminer des limites de fonctions usuelles

Exercice n°1

1 1
3x—1_“(3_5) _3-2

= = 5
x+2 x(l—l—g) 142
x x

1 2
lim 3——=3et lim 1+ —=1.Donc lim f(z)=3.

Tr—400 X r—400 T Tr—400
. _ . .2 _
b Dol = D, e = e
c. lim h(zr)= lim —2? = —o0.
T—+00 T—+00
Exercice n°2
1. () = —2z(1 4+ 2?) — (1 —22) x 2z A '
(1+ 22)2 (1+ 22)2
2 2
De plus lim f(z) = lim T~ let lim f(z) = lim — 2 — 1. On obtient donc le tableau de variations
T——00 z——00 g2 r—+00 r—+omo g2
suivant :
x —o0 0 +o0
f'(x) + 0 -
1
—1 —1

2. D’apres le précédent tableau, pour tout réel x on a —1 < f(x) < 1.
f est donc bornée.

Exercice n°3

1. Tl semble que ml_i)r{loof(a;) =—1let T —0 1 T
que liI_Pw f(z) = +o0. -1 +o0
Tr—>
L
0
2. A partir de la représentation graphique, on obtient :




M. Martin ©Copyright Fiche d’exercices Terminale Spécialité

> Opérations sur les limites

Exercice n°4

1. lim 2?2 —-2r= lim 2%?=+wet lim 2?—-2z= lim 22 = +o0.
T——+00 T—+00 T—>—00 T—>—®0
2. lim g(z)= lim — =1let lim g(z)= lm - =1
o) = lim D= et Jim o) = lim, T =1
lim z—2=—1et lim z—1=0" donc hm g(x) = —c0.
z—1+ z—1+ —1+
lim 2 —2=—1et lim 2 —1=0" donc hm g(x) = +0.
z—1~ 1~ z—1—

Exercice n°5

1. lim 2—5=—wet lim 3+ 2% =40 donc hm( —5)(3+2?%) = —0.

r——00 xr——00 r——00
. . _ . 1-2z
2. lim 1—-2z=-5et lim £ —3 =0" donc lim = +00
23— z—3~ z—3— T — 3

> Lever des indéterminations

Exercice n°6

lim —322+222—6x+1= lim —322=—-w

Tr—+00 r—+00

Exercice n°7

3m2+2_ . 3x2_ I Sx_ -
z—1>IPoo 4r — 1 _ac—%looz_a:—l}llooi_

Exercice n°8 On utilise I’expression du conjugué.

vr—1-2 (Wr—-1-2)Vr—-1+2) 1
=5 (z=5)Wr—-1+2)  Vr-1+2
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> Composition de fonctions

Exercice n°9

2 +5 . 22 I x oo
a. im = lim —= lim — = .
z—>+wodr +1 z>+wdr vo+04
Puis lim +v/X = +oo0.
X—+w
) 2245
Donc lim = +400.
z—+oo \ 4o + 1
b. lim z2+z+1= lim 22 = +o.
x—+00 r—+00
Puis lim v X = +o0.
X—>+4w0
Donc lim vz2+z+1=+4o0.
T——+00
1
c Iim 2——=2
r——+00 X
Puis lim v X = /2.
X—2
. 1
Donc lim 2= =4/2.
Tr— 400 €T
Exercice n°10
a. lim —3z=—ow. Puis lim eX =0.Donc lim x4+ e 3% = +o0.
T—+00 X——0 T—+00

1
1 1-——
b. lim 1— = =1.Puis lim eX =e. Donc lim e «

r——00 x X—1 T—>—0

= e.

> Utiliser les théorémes de comparaison, d’encadrement et de croissance comparée

Exercice n°11

a. Pour tout réel x : —1 <sin(z) < 1doncxz— 1<z +sin(z) <1+ .

Or lim 14z =+wdonc lim z+sin(x) = +c0.
z—+00 T+
-z x cos(x) x

b. Pour tout réel 2 : —1 < cos(z) < 1 donc —z < x cos(z) < x. Puisque 2241 > 0 on a < < .
(z) (z) 4 22 +1 2 +1 22+ 1

xz cos(x
Or lim = lim = (0 donc lim # = 0.
et 2+ 1 zotox? +1 e+ 22 + 1
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Exercice n°12

1. Pour tout réel = : —1 < cos(x) < 1 donc 1 > —cos(xz) = —1 puis 3 > 2 — cos(z) > 1.

. 1 1
Finalement, - < —— <
3 = 2—cos(x)
2. Pui tout réel Ll aes i< <
. Puisque pour tout réel zona - < ————~ <lalors - < ——— <.

auep 3~ 2—cos(z) 3~ 2—cos(z)

Or lim z = +oo donc lim v ~+00.
T—+0 T—>+0 2 — cos(x)

T + cos(z r+1
Pour tout réel x : x — 1 < x + cos(x) <z + 1. Ainsi, x — 1 < ()S .
2 — cos(z) 3

1
Or lim v = —oo donc lim LOS(QJ) = —00.
z——0 3 a—+w 2 — cos(x)

Exercice n°13

* 3z 3

e*+3 € 3z . , . e . .
a. 53— = —3 T —3. Par croissance comparée, lim — = +00. De plus, lim — = lim — =0.
x x x T—+0 T T—>+0 T To¥0 L
. T+ 3
Donc lim ——— =4

r—+00 ;[,‘3

b. (22 +4x —1)e® = e®x? + e%4x — €. Par croissance comparée, lim e®z? =0et lim e%4z = 0.
r——00

r——00

De plus, lim e* = 0.
Tr——00

Donc lim (z% + 4z — 1)e® = 0.

r——00

e(1+2) 142
ex

e+ o
c. = = .
et — 2 :L‘2 :L‘2
et l1l—— 1—-—
er er
2
: , . € . x
Par croissance comparée, lim — = lim — =0.
x—+w e¥ r—+00 e’
X
. e"+x
Donc lim = 1.

z—+w e? — 12

> Problémes de synthese

Exercice n°14

2

x
1. lim f(z)= lim — = lim x = +4o0.
r—+00 r—+00 T T—+00

2. lim 22 +2x+5=4et lim x+1=0". Donc limlf(w)=+oo.

z——1 r——11 T—>—

On en déduit que Cy admet une asymptote verticale d’équation x = —1.
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242 — 1)2 4
(x+1):x+x+5 (x+1) _ .
r+1 Tz +1

22 +2x+5

3. d(z) = f(x) —(x+1) = ]

4
Or lim

z—+ox + 1

=0donc lim d(z)=0.
r—+00
Cela signifie que plus = devient grand, plus D et Cy sont proches.

4. Pour tout réel x > —1, d(z) > 0 donc f(z) — (x + 1) > 0 ce qui signifie que f(z) > (x + 1).
Cr est donc au dessus de D.

Exercice n°15

1. P'(z) = —62% — 62 = —6x(x + 1). On obtient donc le tableau de variations ci-dessous :
x —0 -1 0 +00
P'(x) - 0 + 0 -
+oo -1

/ 1(x3—1)— (x +1)32% —22%3—322 -1 Pz
2. fl(z) = ( (333 _(1);_ ) = (23 —1)2 B (3 (_ 1)2

Donc f/(z) est du signe de P(x). D’apres la question précédente, f est strictement croissante sur [a; 1[ et sur ]1;
+0[ et strictement décroissante sur |—o0; af.

Exercice n°16

. . 32 . .
1. xll)l}_loof(l‘) = xll)r&o = 3. De la méme facon, xll)rfloo f(x) =3.

Ainsi, Cy possede une asymptote horizontale d’équation y = 3.

32 —4 ~1
2. -3= -3 = .
/(@) x?—1 z?—1
Pour tout z dans |—co; —1[ U |1; +oo[, 22 — 1 > 0. Et pour tout z € ]—1; 1], 22 — 1 < 0. Donc — 2_ < 0 sur
x [R—
|—0; —1[ U |1; +oof et T >0 sur |—1; 1[;
Ainsi, Cy est au-dessus de cette asymptote horizontale sur |—1; 1[ et en dessous sinon.
3. lim 322 —4=—1et lim 22 —1=0%. Ainsi : lim f(z) = —o0.
r—1t rx—1t x—1t
4. Cy possede donc une asymptote verticale d’équation x = 1.
5. lim+ 322 —4=—1et lim+ 22—1=0%. Ainsi : lim+ f(x) = +00. Ce qui prouve bien que Cy possede une autre
rz——1 rz——1 z——1
asymptote verticale, cette fois d’équation x = —1.



