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Vecteurs, droites et plans : approfondissement

Barycentre d’un systeme de points pondérés

Définition

Soient (A, a), (B, ) et (C, ) trois points pondérés tels que ao + § + v # 0.
On appelle barycentre des trois points (A, «), (B, ) et (C, ) le point G tel que :

aGA + BGB+~GC =0
Propriété

Le barycentre du systeme (A, «), (B, 5) et (C, ) est le méme que celui du systeme (A, ka), (B, kB) et (C, kv)
ou k est un réel non nul.

Propriété

Soient A(za; ya; 2a), B(zp; yp; 2B) et C(xc; yo; 2¢). Soit G le barycentre du systeme (A, «), (B, 8) et (C, 7).
Les coordonnées de G sont :

<04$A+BxB+’Y~TC. aya + Bys +vyc | azA+5ZB+WZc)
at+f+y 7 a+B+y T a+f+y

Exercice n°1  Soit G le barycentre des points pondérés (A, «), (B, ) et (C, 7).

Soit M un point quelconque de 'espace. Démontrer 1’égalité Ozm + ﬁl\ﬁ + ’ym =(a+p+ ’y)l\ﬁ

Exercice n°2  Soient A(1; —2;5), B(2;2; —3) et C(0; 0; 2).

Déterminer les coordonnées de G, barycentre des points pondérés (A, 1), (B, —3) et (C, 4).
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Associativité du barycentre

Le barycentre de trois points pondérés ne change pas si on remplace deux des trois points par le barycentre de
ces deux points affecté de la somme des coeflicients de ces deux points.

Exemple
On note G le barycentre des points (A, 2), (B, 1) et (C, 4). On note I le barycentre des points (A, 2) et (B, 1) et
J le barycentre des points (A, 2) et (C, 4).

D’apres la propriété d’associativité du barycentre, G est aussi le barycentre des points (I, 3) et (C, 4) ou encore,
G est le barycentre des points (J, 6) et (B, 1).

Exercice n°3 Soit ABCD un quadrilatere.

Soit H le barycentre du systeme {(A, 2); (B, 5); (C, —1)} et soit K le barycentre du systeme
{(B, 5); (C, —=1); (D, 6)}. Enfin, soit E le barycentre du systeme {(C, —1); (B, 5)}.

1.

Ll

Montrer que ﬁ = —i]ﬁ

Montrer que H est le barycentre du systeme {(A, 1); (E, 2)} puis construire H.
Montrer que K est le barycentre du systeme {(D, —3); (E, 2)}.

Montrer que D est le barycentre des points (K, 1) et (E, 2) puis en déduire que les droites (AK) et (DH) sont
paralleles.
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> Correction des exercices

Exercice n°1

aer/Bl\ﬁﬂm:a(m+(ﬁ)+ﬁ(l\ﬁ+@)+v(1\ﬁ+@)
:(a+ﬁ+fy)1\ﬁ+a(ﬁ+5@+7@

Par définition, ozCT)A + ﬁ@ + ’y@ = 6> Ainsi : am + ﬂl\ﬁ + ’ym =(a+p+ V)I\ﬁ

Exercice n°2

a IXT+(=3)x2+4x0 1x(=2)+(-3)x24+2x4 1x5+(-3)x(=3)+4x2
( 1+ (-3)+4 ’ 14+ (-3)+4 ' 14+ (-3)+4 )

Ce qui donne G(_25; —4; 11).
Exercice n°3

1
1. Puisque E est le barycentre du systeme {(B, 5); (C, —1)} : pour tout point M on a ME = T 5(5M§ - MZ))
1
soit ME = 1(5M§ - MZ‘)

1 1
En particulier, pour M = B on obtient ﬁ = Z<5ﬁ — B%) = _Zﬁ

2. D’apres la propriété d’associativité du barycentre, H est aussi le barycentre du systeme {(A, 2); (E, 4)}. En mul-
tipliant les coefficients par 0,5 on montre que H est le barycentre du systeme {(A,1); (E, 2)}.

1 —
Ainsi, pour tout point M du plan on a MH — g(QMﬁ + MA).
1 2
En particulier, pour M = A on obtient Ei = 5(21@ + ﬁ) soit ﬁ = gﬁ

3. D’apres la propriété d’associativité du barycentre, K est le barycentre du systeme {(D, —6) ; (E, 4)}. En multipliant
les coefficients par —0,5 on montre que K est le barycentre du systeme {(D, —3); (E, 2)}.

1
4. Puisque K est le barycentre du systeme {(D, —3); (E, 2)} on a pour tout point M : MK = m(—fﬂ\ﬁ —1—2@).

Cela revient a écrire que 3MD = MK + 2ME. Ce qui signifie que D est le barycentre du systeme {(K, 1); (E, 2)}.

1 —
Puisque H est le barycentre du systeme {(A, 1); (E, 2)} on a également pour tout point M : MH = g(MA + 2@)
—
ce qui est équivalent a SI\ﬁ =MA + 21\@.

Onaainsin\ﬁ:ﬁ\ﬁ—M_A)et21\@:3l\ﬁ—1\ﬁ.

—
On obtient donc 31\ﬁ — MA = 31\7]3 — hﬁ En posant M = D on obtient :
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=

54

3DH — DA = 3DD — DK

3DH = DX — DK
3DH = —AD — DK
3BT — —(AD + DR)
3DH = —AK

On montre ainsi que les vecteurs ]ﬁ et ﬁ sont colinéaires et donc que les droites (DH) et (AK) sont paralléles.



